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摘 � � � 要: 建立了位移激励下的螺旋锥齿轮振动研齿系统的扭转振动模型, 推导出考虑摩擦的轮齿斜碰

撞前后状态间的局部映射关系式,得到了螺旋锥齿轮振动研齿系统的 Lyapunov指数计算方法.通过算例, 运

用相图、Poincar�映射图、Lyapunov 指数和系统分叉图, 分析了研齿系统随激励参数变化的动态响应,结果表

明,随激励幅值的增大, 研齿系统由单边碰撞状态经倍周期分叉进入混沌, 并在混沌状态中有周期窗口的出

现.继续增大激励幅值, 系统进入了双边碰撞状态.
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Abstract: T he torsional vibration model of v ibrat ion lapping process for spiral bevel gear

under displacem ent excitat ion w as established, and the method of lo cal maps betw een pre�im�
pact and po st�impact states w as int roduced. The Poincar� m ap relation w as deduced in con�
sideration of the oblique�im pact vibrat ion betw een teeth under the influence of sliding fric�
t ion. The calculat ion m ethod for Lyapunov exponent of vibration lapping sy stem of spiral

bevel g ear w as obtained. T he dynam ic response for a g iv en gear lapping sy stem w ith the

change of excitat ion par am eter w as analyzed by em ploy ing phase plane plo ts, Poincar� map,

Lyapunov exponent and bifurcation plot com positely. T he results show that , w ith the in�
crease of excitat ion am plitude, the gear lapping sy stem exhibits a period from doubling r oute

to chaos in sing le�side to oth impact state, and the period w indow can be found in chaot ic re�
g ion. With the cont inued increase of excitat ion am plitude, a double�side tooth impact phe�
nom enon of the lapping system appears.

Key words: spiral bevel gear; vibr at ion gear lapping; oblique�impact ; local map;
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� � 螺旋锥齿轮广泛用于航空航天, 车辆和工程

机械传动中,其研齿加工[ 1] 对于提高螺旋锥齿轮

的传动质量有着至关重要的意义. 螺旋锥齿轮的

振动研齿加工方法是通过在驱动轮小轮上施加一



航 � 空 � 动 � 力 � 学 � 报 第 24 卷

定频率的扭转振动, 同时在被动轮大轮上施加轻

载制动扭矩实现的. 如果施加的频率增大到超声

频率,就构成了超声振动研齿[ 2] . 在轻载作用下,

对于含齿侧间隙的振动研齿加工, 研齿过程中,轮

齿之间能产生拍击振动,分析研齿过程中动态响

应对于控制研齿质量有重要意义. Karagiannis,

Pfeif fer, Feng Q 等
[ 3�5]

, 都对齿轮的拍击振动进

行了研究,指出在轻载或空载作用下,含齿侧间隙

的齿轮拍击振动具有混沌性质. 董海军, 张锁怀

等[ 6�7]对主动轴转速波动和含齿侧间隙下的单级

齿轮的拍击振动进行了研究, 推导出了两次碰撞

之间的映射关系.

本文利用局部映射分析方法, 对具有双侧约

束的螺旋锥齿轮振动研齿系统进行分析,计算了

其 Lyapunov 指数,分析了研齿系统的动态响应,

并通过算例进行了验证.

1 � 螺旋锥齿轮研齿系统的动力模型

1� 1 � 轮齿脱啮时的运动方程建立

对于螺旋锥齿轮振动研齿系统,由于研齿时

施加在大轮上的制动扭矩较小, 所以在研齿时忽

略轴向振动和扭摆振动, 只考虑扭转振动
[ 8�9]

. 在

轮齿碰撞之前, 两齿轮处于脱啮状态,在制动扭矩

作用下,进入齿背碰撞或齿面碰撞状态,然后又重

新进入脱啮状态, 因此研齿系统是一个双侧约束

的碰撞系统.假设振动研齿的驱动轮为小轮, 其上

施加以正弦形式的扭转激励, 其振动频率和振动

幅值大小由驱动装置决定,从动齿轮大轮在脱啮

时的动力学方程为

I 2 ��2 + c2 �
 

2= - T 2 ( 1)

这里 I 2 为转动惯量, c2 为扭转阻尼, T 2 为常数滞

后力矩, �2 为角位移.

小轮和大轮在碰撞点的!基圆半径∀为

r i= ni  ( Ri # j i ) � ( i= 1, 2) ( 2)

其中下标 1, 2 分别表示螺旋锥齿轮的小轮和大

轮, R是碰撞点上的位置矢量, j 为沿旋转轴的单

位矢量, n 为碰撞点处齿面的单位法矢, 如图 1

所示.

由于 r 1 , r 2 在接触路径上变化较小, 可以用

齿面中点 M 处的值 r m1 , rm2代替. 用相对角位移

�=
rm1

rm2
�1 - �2 ,微分后带入式 ( 1)可得到脱啮时研

齿系统的动力学方程

I 2 ��+ c2 �
 

=

T 2+ I 2
r m1

r m2
��1+ c2

rm1

rm2
�
 

1 � ( | �| < �0) ( 3)

式中 �0 是由法向齿侧间隙之半 b 转化后的角度

间隙,即 �0= b
r m2

.

图 1� 两齿面坐标位置关系

Fig . 1 � Coordinate sy stems applied for gear and pinion

� � 假设小轮角位移波动是

�1= asin �t ( 4)

其中 a为小轮角位移振幅, �为激励的圆频率,带

入式( 3)中,得到

I 2 ��+ c2 �
 
=

T 2-
rm1

rm2
I 2 a�2sin �t+

rm1

rm2
c2 a�cos �t

( | �| < �0) ( 5)

对式( 5)进行量纲归一化处理,令t
-

= �t, �
-

=
�
�0

,

�
- 

=
�
 

�0
�, �

-�
=
��

�0
�

2
得到无量纲研齿系统脱啮时的

动力学方程

�
-�+

c2

I 2�
�
- 

=

T 2

�0 I2 �
2-

r m1asin t
-

b
+

c2r m1aco s t
-

bI 2�
�

( | �
-

| < 1) ( 6)

1� 2 � 轮齿斜碰撞前后的相对角速度关系

螺旋锥齿轮研齿系统由脱啮状态进入轮齿碰

撞状态时,由于螺旋角的存在,轮齿之间将发生斜

碰撞[ 1 0] .由于螺旋锥齿轮在相互接触时, 齿面间

存在相对的滑移, 两齿面同时具有相对法向速度

和相对切向速度,对于准双曲面齿轮,齿面间的相
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对运动较弧齿锥齿轮更为剧烈, 因此在对轮齿碰

撞过程进行分析时要考虑到齿面间的摩擦因素.

本节利用碰撞恢复系数的 Po isson 定义, 并借助

冲量�动量矩定理来建立轮齿斜碰撞前后系统的
状态关系.

小轮轮齿和大轮轮齿的碰撞过程分为压缩和

恢复两个阶段, 轮齿碰撞时,大轮和小轮可能产生

沿齿面切向的相对滑移, 从而产生摩擦,摩擦力的

方向是啮合迹线的切线方向, 可以根据齿面接触

分析( TCA)求得. 受初始碰撞状态的影响, 在碰

撞过程中,在齿面相对滑移过程中可能产生相对

切向速度逆向, 设摩擦力的单位方向矢量为 k,所

以摩擦力的方向为 k或- k 方向.碰撞接触过程

中的相对切向速度逆向存在三种可能: 在齿面法

向压缩阶段逆向, 在法向恢复阶段逆向和单方向

滑动直至碰撞过程结束,具体情况要根据碰撞的

初始状态来判断.为简化分析,本文设轮齿碰撞过

程中不发生切向速度逆向, 下标- 和+ 分别表示

碰撞前的状态和碰撞后的状态, o 表示压缩结束

时的状态,小轮和大轮从碰撞前的状态到压缩结

束时的状态的相互作用冲量�动量矩方程为

I1 (�
 

1o - �
 

1- )=

- P [ r m1+ k (R1 # j 1) sgn(�
 

1- )  ]

I2 (�
 

2o - �
 

2- )=

P [ rm2+ k (R2 # j 2 ) sgn( �
 

2- )  ] (7)

其中 P 为压缩阶段的法向冲量,  为摩擦系数,

sgn为符号函数,将式( 7)按照上一小节的方法进

行无量纲化,得到

�
- 

1 o - �
- 

1- =

-
P

I 1�0�
[ rm1 + k  (R1 # j 1) sgn(�

 

1- )  ] = - M1P

�
- 

2 o - �
- 

2- =

P
I 2�0�

[ rm2 + k  (R2 # j 2) sgn(�
 

2- )  ] = M 2P

(8)

在压缩结束时, 满足法向相对速度为 0,即

rm1

rm2
�
- 

1o - �
- 

2o = 0 (9)

� � 将式(9)带入到式( 8) ,可以求得压缩阶段的

法向冲量

P=
rm1�

- 

1- - rm2�
- 

2 -

rm1M1+ rm2M2
( 10)

在恢复阶段, 设 Poisson 恢复系数为 !, 则恢

复阶段的法向冲量为 !P. 在式( 7)中,用 !P 替换

P ;用�
 

1+ , �
 

2+ 替换�
 

1o , �
 

2o ; 用 �
 

1o , �
 

2o替换�
 

1- ,

�
 

2- .可以得到碰撞恢复阶段的冲量�动量矩方
程,可以推导出轮齿碰撞前后量纲归一化后的相

对角速度的关系,即

�
- 

+ = �
- 

2+ -
rm1

rm2
�
- 

1+ = - ! �
-
 

2- -
rm1

rm2
�
-
 

1- = - !�
- 

-

(11)

1� 3 � 螺旋锥齿轮振动研齿系统的动力模型的
建立

� � 综合式(6)和式(11) ,可以得到螺旋锥齿轮研

齿系统的动力学模型

� � � � �
-�+

c2

I 2�
�
- 

=

T 2

�0I 2�2 -
rm1asin t

-

b
+

c2 rm1acos t
-

bI 2�
( �

-

< 1)

� � � � �
- 

+ = - !�
- 

- ( �
-

∃1)

(12)

令

k=
c2

I2 �
, � r m1 a

b
= u, � T 2

�0J 2�
2 = ∀

则式(12)的第一式化为

�
-�+ k �

- 

= ∀- usin t
-

+ ukcos t
-

(13)

� � 将式(13)表示为三维非自治系统得到

d

d t
-

�
-

�
- 

t
-

=

�
- 

- k �
- 

+ A

1

其中

A = ∀- usin t
-

+ ukcos t
-

(14)

简单记为

x
-
 
= f (x

-
) , � 其中 x

- = [�
-

, �
- 

, t
-
]

T
(15)

2 � 轮齿碰撞的切换映射分析方法

2� 1 � 碰撞面处的局部映射[ 11�12]

对于齿轮拍击系统, 为了分析系统在碰撞前

后的运动状态, 取碰撞面为 Po incar�截面, 能更

直接地反映研齿系统轨线与分界面的关系和系统

的动态响应.

由于碰撞过程包括了从脱啮区跳入碰撞面,
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碰撞面上的碰撞, 以及从碰撞面跳出到脱啮区三

个局部切换过程,按照碰撞映射的计算方法, 设轮

齿的碰撞点为 c, 碰撞时刻为 t
-

c , 在碰撞面处系统

轨线的局部映射
[ 11�12]

计算如下:

1) 从脱啮区跳入碰撞面的局部映射

P#: �
-

c , �
- 

-
T % �

- 

- , t
-

c
T

定义轮齿碰撞面

h#(�
-

c, �
- 

, t
-

c)= x
-

c

可以得到其 Jacobian矩阵

J#= -
1

�
- 

-

A - k �
- 

- - �
- 

-

1 0

2) 碰撞面 h#上的碰撞映射

Po : �
- 

- , t
-

c
T % �

- 

+ , t
-

c
T

由于碰撞面是一个由位移约束的刚性约束

面,碰撞映射的关键是基于 Poisson 恢复系数的

齿面相对速度反向, 根据式 ( 14) , 可以得到其

Jacobian矩阵为

Jo =
- ! 0

� 0 1

其中 !为 Po isson恢复系数.

3) 从碰撞面跳出到脱啮区的局部映射

P∃: �
- 

+ , t
-
c

T % �
-

c , �
- 

+
T

这个过程可以看作是从脱啮区跳入碰撞面的逆过

程,因此其 Jacobian 矩阵为 J#的逆矩阵,即

J∃=
0 - �

- 

+

1 k �
- 

+ - A

� � 因此综合起来碰撞时刻总的映射为

Jc = J∃  Jo  J# (16)

在非碰撞状态时,其系统流的映射是光滑,其

Jacobian矩阵 J∀可以根据多元函数的求导法则

得到.

当齿轮拍击振动系统处于单边碰撞状态时,

其复合映射可以表示为

J= J∀  Jc (17)

当齿轮系统处于双边碰撞状态时,其复合映

射可以表示为:

J= J∀ Jcf  J∀  Jcb (18)

其中下标 f表示齿面碰撞,下标 b表示齿背碰撞.

2� 2 � 齿轮拍击系统的 Lyapunov指数计算

Lyapunov指数是衡量系统动力学特性的一

个重要定量指标, 它表征了系统在相空间中相邻

轨道间收敛或发散的平均指数率. 对于系统是否

存在动力学混沌, 可以从最大 Lyapunov 指数是

否大于零直观的判断出来.

为了计算齿轮拍击系统的 Lyapunov 指数,

将式(8)和式( 9)所描述的齿轮系统表示为离散动

力系统,设系统在非碰撞状态时,两个相近轨道的

初始扰动为%x- ( 0)
,初始点为x

- ( 0)
,按照复合映射式

(17)或 ( 18)确定的 Jacobian 矩阵, 进行一次迭

代,可以得到一个 %x
- ( 1)

, 进行 k 次迭代后可以

得到

%x- ( k) = J( x
( k- 1)

)%x
- ( k- 1)

即

%x- ( k) = J(x
- ( k- 1)

) J(x
- ( k- 2)

) &J( x
- ( 0)

)%x- ( 0)

当迭代次数足够大时, 按照离散动力系统

Lyapunov指数的计算方法可以得到齿轮拍击系

统的 Lyapunov 指数.

3 � 实例分析

以一对准双曲面齿轮研齿系统为例进行说

明,齿轮的基本参数如表 1所示.

表 1 基本计算参数

Table 1 � Basic calculation parameters

参数 数值

小轮齿数 Z1 10

大轮齿数 Z2 43

小轮偏置距 E/ m 0� 031 8

齿侧间隙之半 b/ mm 0� 2

小轮齿面中点! 基圆半径∀rm1 / m 0� 048

大轮齿面中点! 基圆半径∀rm2 / m 0� 168

阻尼比 & 0� 04

大轮转动惯量 I 1 / ( kg m2 ) 0� 05

小轮转动惯量 I 2 / ( kg m2 ) 0� 002

u为无量纲的激励幅值, 把它作为变化量来

研究研齿系统的动态响应, 小轮上给定频率为

1200rad/ s的正弦激励,当 u较小时, 研齿系统处

于一种单边碰撞状态,随着激励的增大,系统的运

动状态从单碰 1周期运动,依次经历单碰 2周期,

单碰 4周期&,经倍周期分叉道路进入到混沌状

态,图 2中( a) , ( b) , ( c) , ( d)分别对应无量纲激励

幅值 u为 0� 0067, 0� 0077, 0� 008 4, 0� 0091时,
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单碰 1周期,单碰 2周期,单碰 4周期和混沌运动

状态的相图和 Poincar�映射图, 所对应的最大

Lyapunov 指数 分 别为 - 0� 185 9, - 0� 0485,

- 0� 021 8, 0� 010 1.继续增大激励幅值,研齿系统

由单边碰撞状态进入到齿面齿背交替碰撞的双边

碰撞状态.

图 2� 单边碰撞的动态响应

Fig . 2 � Dynamic r esponse of sing le�sided too th impact

图 3中( a) , ( b) , ( c) , ( d)分别对应无量纲激

励幅值 u为 0� 01, 0� 016 8, 0� 017 4, 0� 0178时,双

碰 1周期,双碰 2周期, 双碰 4周期, 混沌状态的

相图和Poincar�映射图, 所对应的最大 Lyapunov

指数分别为- 0� 221, - 0� 058, - 0� 063, 0� 008.

图 4进一步给出了研齿系统随无量纲参数 u

变化的最大 Lyapunov 指数谱图, 图中可以看到,

当最大 Lyapunov 指数为 0 时, 意味着研齿系统

出现了分叉.图 5是对应的系统分叉图,在单边碰

撞的混沌运动状态中, 出现了最大 Lyapunov 指

数小于 0的情况, 意味着混沌运动状态中有周期

窗口出现.
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4 � 结 � 论

1) 在考虑齿侧间隙和主动轮角位移波动的

情况下,建立了具有扭转自由度的螺旋锥齿轮研

齿系统的动力学模型.

2) 根据带摩擦的刚性斜碰撞原理,引入了局

部映射的分析方法, 在轮齿碰撞点处建立了轮齿

脱啮状态和碰撞状态间的映射关系.

3) 按照离散系统 Lyapunov 指数的计算方

法,给出了螺旋锥齿轮研齿系统的 Lyapunov 指

数的计算过程, 通过一个算例,分析了随激励幅值

的增大,研齿系统由单边碰撞状态进入到双边碰

撞状态的相图和 Poincar�映射图, 计算了相应的

最大 Lyapunov 指数, 并给出了研齿系统随激励

参数变化的最大 Lyapunov 指数谱图和对应的分

叉图.
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